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無母數迴歸與分類 
附錄D 

前章我們介紹了解決迴歸問題的「線性迴歸」以及解決分類問題的

「線性分類器」，對於這些線性模型來說，模型的建構與計算不僅相對簡

易，模型的解釋與推論也相當完備。然而，線性模型存在一大缺陷，就是

預測能力是有限的，線性模型受限於線性以及給定的分配假設。實務上，

特徵與目標通常存在複雜的非線性關係，因此無論我們使用何種線性模

型，一般來說，在預測表現上都不如非線性模型。但這並不代表線性模型

不重要，許多非線性模型是基於這些線性模型之上所發展而成的。在數據

科學中，我們更期望的是能兼顧模型的預測力與解釋力（非線性模型的解

釋力通常較低），因此如何同時使用線性模型與非線性模型在「預測力與

解釋力之間權衡」，是人工智慧的主軸之一（後續章節將介紹「可解釋人

工智慧」）。此外，非線性模型由於其彈性較大，通常具備一個至多個的超

參數需要設定，因此如何調整超參數使得模型在「偏誤與變異之間權

衡」，也是建構良好非線性模型的一大關鍵。 
於前一章節的「線性分類器」中，我們已介紹了兩個非線性的模型，

是屬於生成模型的「樸素貝氏分類器」以及「二次判別分析」（假設多元

常態分配，但類別間可不等的變異）。本章節以及後續將依序介紹常用且

重要的非線性模型，分別為「無母數迴歸」（non-parametric regression）、
「支持向量機」（support vector machine, SVM）、「決策樹與集成學習」

（decision tree and ensemble learning）以及「類神經網路與深度學習」
（neural network and deep learning）。 

由於大多數的線性模型假設了機率分配（線性迴歸假設了誤差服從常

態分配、羅吉斯迴歸假設目標變數服從二項分配、線性判別分析假設各個

類別的特徵服從多變量常態分配），這樣的模型我們稱之為「有母數」

（parametric）方法。相反地，我們將介紹的這些非線性模型，大多數為

「無母數」（nonparametric）方法，其中「核密度估計」（kernel density 
estimation）是無母數估計方法中重要的觀念之一。「核密度估計」是以無
母數方式「區域地」（locally）且「平滑地」（smoothly）估計機率密度函

數，若將這樣的思維拓展至迴歸問題中，即是本章介紹的「無母數迴歸」

方法。我們將依序介紹「無母數迴歸」家族方法包括了基於「核密度」的

「K最近鄰法」（K-nearest neighbors, KNN）與「核迴歸與區域線性迴歸」

（kernel regression and local linear regression），以及基於「樣條」的「迴歸
樣條、自然樣條、平滑樣條以及區域適應性迴歸樣條」（regression splines, 
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nature splines, smoothing splines, and locally adaptive regression splines），以
及由單變量延伸至多變量的「加法模型」（additive models）與進一步考慮
交互作用的「多變量適應性迴歸樣條」（multivariate adaptive regression 

splines, MARS）。 

 
 

D.1  無母數思維：核密度估計 

在典型的有母數統計方法中，我們可能假設某個變數服從常態分配或

其他的機率分配，然而在實務中，該變數真正的分配可能並非如此單純，

可能是由多個分配組合而成的；又或是我們根本無先驗知識得知數據服從

的分配，常藉由數據視覺化中的「直方圖」（histogram），協助我們觀察數
據的分配。圖 D.1 為紅酒製造案例中目標變數品質的直方圖，其呈現的分
配相當複雜。然而，直方圖呈現的分布可能過於顛簸，而這時就需仰賴能

估計出更平滑的「核密度估計」方法。「核密度估計」是一個估計機率密

度函數的無母數方法，此方法並未對數據假設任何分配，而是基於數據本

身的密度直接估計而出的。 

 

 

圖 D.1  紅酒製造案例的品質直方圖 

 

D.1.1  直方圖 
實際上，在數據視覺化中的直方圖內含核密度估計的思維，直方圖所

建構的機率密度函數𝑓መ一般可表示如公式(D.1)所示。 
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 𝑓መሺ𝑥ሻ = 1𝑛⏟
縮放ሺୱୡୟ୪୧୬୥ሻ ⋅

∑ 𝐼 ቀ|𝑥௜ − 𝑥| ≤ ℎ2ቁ௡௜ୀଵ ℎᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
長條的高度ሺ୦ୣ୧୥୦୲ ୭୤ ୠୟ୰ሻ (D.1) 

 
其中𝑛為樣本數，𝑥௜為第𝑖個樣本，ℎ為「帶寬」（bandwidth）表示直方圖中
直方的寬度， 𝑥為帶寬的中心點。而 𝐼(|𝑥௜ − 𝑥| ≤ ௛ଶ)為「指標函數」
（indicator function），表示樣本𝑥௜是否在特定的直方內（ℎ/2為左半邊與右
半邊寬度），因此上式可計算出每個直方中心的密度，而得到直方圖。如

圖 D.2 所示，我們由紅酒數據中抽取十個樣本來繪製直方圖，其中 x 軸為
品質 y 軸為機率密度，在給定的帶寬下（直方的寬度），多個樣本落於相
同直方因而密度較大。因此，我們可將公式(D.1)的|𝑥௜ − 𝑥|理解為每個直
方中心點得到每個樣本𝑥௜對其的貢獻，而這就是核密度估計的核心思維：
「計算每個樣本點對於任意點（此處直方圖是狹義的每個直方的中心點）

的貢獻」。也就是說，當任意點附近的樣本越多，則其得到的貢獻也越

大。然而，每個樣本對於任意點的貢獻該如何決定？是否能滿足越靠近則

貢獻越多的原則？此外，使用直方圖估計機率密度函數存在兩大問題，一

是估計的函數相當顛簸（機率密度變動大），這是由於使用的是指標函

數；二是落於直方邊緣的樣本即便密度高，容易被分散於兩個直方內。 

 

 

圖 D.2  樣本密度與直方圖 

 

D.1.2  核密度估計 
在直方圖中的貢獻是依據「指標函數」所決定的，落於給定靠近樣本
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的範圍賦予 1 其餘賦予 0；而核密度估計即是將樣本的貢獻拓展成一般化
的任意函數，而這個賦予每個樣本貢獻（權重）的函數稱之為「核函數」

（kernel function）。因此，我們可以說直方圖是使用「指標函數」作為核

函數的核密度估計。一般來說，以核密度估計的機率密度函數可表示如公

式(D.2)所示。 
 𝑓መ(𝑥) = 1𝑛 ⋅ ∑ 𝐾 ቀ𝑥 − 𝑥௜ℎ ቁ௡௜ୀଵ ℎ  (D.2) 

 
其中𝑥為任意樣本點，𝐾為核函數是一個賦予了每個樣本特定權重的函
數，ℎ為帶寬。若我們使用與圖 D.2 相同的數據，但選用「常態分配函
數」作為核函數，結果如圖 D.3 核密度函數所示。此等同於賦予每個樣本

一個相同的常態分配，而估計出的機率密度函數也將等同於加總所有常態

分配並除上樣本數。 

 

 

圖 D.3  以常態分配函數作為核函數的核密度函數 

 

D.1.2.1  帶寬選擇 
帶寬會對我們的估計造成什麼影響呢？如圖 D.4 所示，延續前述案

例，若我們以相同的常態核函數估計，當帶寬越大時（左圖），常態核函

數的變異越大，估計出的機率密度函數的平滑程度也越大；相反地，當帶

寬越小時（右圖），常態核函數的變異越小，估計出的機率密度函數越曲

折。若從另一角度觀之，帶寬的選擇對於機率密度函數的估計，就好比於

超參數的選擇對於模型配適，取決於「偏誤與變異」兩者間的權衡。 
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圖 D.4  常態核函數在不同帶寬下的估計表現 

 
 

D.2  K最近鄰法 

延續「核密度估計」的思維，「K 最近鄰法」假設任意樣本應與其鄰

近樣本有著高度相關（區域性），並將此思維應用至監督式學習的迴歸與

分類問題中。更具體的說，「K 最近鄰法」包含了「K 最近鄰分類器」
（KNN classifier）以及「K 最近鄰迴歸」（KNN regression），分別是對任

意樣本使用最近的 K個樣本來判斷自身應該為何種類別或估計其數值。 

D.2.1  最近鄰分類器 
在分類問題中，「K 最近鄰分類器」預測某一樣本𝑥଴屬於某一類別𝑗的

機率如公式(D.3)所示。 
 Pr(𝑌 = 𝑗|𝑋 = 𝑥) = 1𝐾෍𝐼(𝑦௜ = 𝑗)௜∈୒  (D.3) 

 
其中𝑁為屬於𝑥附近的|𝑁| = 𝐾個樣本所形成的子集，𝐼(𝑦௜ = 𝑗)為一個指標
函數，若挑選出的樣本類別屬於給定的類別𝑗則為 1；反之為 0。而𝐾個近
鄰樣本子集的收集，是由計算原有數據與特定數據特徵的「歐氏距離」

（Euclidean distance），如公式(D.4)所示（也可使用其他的距離函數）。 
 

𝑑(𝑥௜ , 𝑥) = ඩ෍(𝑥௜௝ − 𝑥௝)ଶ௣
௝ୀଵ  (D.4) 

 
並由所有距離排序後，挑選出距離最小的𝐾個樣本。 
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若以視覺化呈現，「K 最近鄰分類器」分類流程如圖 D.5 所示。首
先，給定一個待分類的樣本（黑色圓點）；其次，我們計算該樣本與原始

數據所有樣本的距離並排序；接著，在給定的鄰居數 K 下，找出距離最

近的 K 個樣本子集；最後，並投票它們所屬的類別，選擇票數最高的那
一個作為預測值（等於求出各別的機率後選擇最大者）。K 最近鄰分類器
演算法如表 D.1所示。 

 

 

圖 D.5  K最近鄰分類器 
 

 
表 D.1  K最近鄰分類器演算法 

 

演算法 K最近鄰分類器（KNN classifier） 

輸入：訓練集𝑆 = (𝑥ଵ, 𝑦ଵ), … , (𝑥௡, 𝑦௡)，測試樣本𝑥，鄰居數𝐾 
輸出：測試樣本的預測值𝑦ො  
1. For 𝑖 = 1 to 𝑛: 
2. 計算訓練集與測試樣本的距離： 

𝑑(𝑥௜ , 𝑥) = ඩ෍(𝑥௜௝ − 𝑥௝)ଶ௣
௝ୀଵ ;           

3. End 
4. 排序後找出距離最小的𝐾個樣本，並令這個樣本子集為𝑛 
5. 求出每一類別的機率： Pr(𝑌 = 𝑗|𝑋 = 𝑥) = 1𝐾෍𝐼(𝑦௜ = 𝑗)௜∈ே ; 
6. 找出機率最大的類別作為預測值𝑦ො 
7. Return K最近鄰分類器的預測值𝑦ො  

 

D.2.2  K最近鄰迴歸 
在迴歸問題中，「K 最近鄰迴歸」預測樣本𝑥的預測值如公式(D.5)所

示。 
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 𝑓መ(𝑥) = 1𝐾෍𝑦௜௜∈ே  (D.5) 

 
其中𝑁為屬於𝑥附近的|𝑁| = 𝐾個樣本所形成的子集（同樣是計算歐氏距離
並排序挑選出），𝑦௜為數據中一樣本的目標值，因此經由上述過程我們可
以得到給定任意樣本的預測值。舉個單一特徵的迴歸問題案例，如圖 D.6
所示，在給定一樣本𝑥଴下，找出鄰近的𝐾個樣本後，計算它們函數值的平
均即可得到預測值𝑓መ(𝑥଴)，圖中虛線為實際函數、實線為「K 最近鄰迴
歸」預測函數。 

 

 

圖 D.6  K最近鄰迴歸 

 
在「K最近鄰法」中，超參數「K（鄰居數）」決定了模型的偏誤與變

異之間的權衡，當 K 個數越大時越「一般化」（generalization）（偏誤越大

而變異越小），較容易欠缺配適；相反地，當 K 個數越小時越「特殊化」
（specification）（偏誤越小而變異越大），較容易過度配適。一般來說，
「K 最近鄰法」的優點包含(1)實作與解釋相當容易；(2)對於複雜的非線

性關係有不錯的預測力（對於每個區域都有很好的配適）；(3)相對較少的
超參數（K 個數以及距離函數）需要被調整。其缺點則包含(1)通常在迴歸
問題上平滑程度相當低（與直方圖相似），難以建構出平滑且配適較佳的

迴歸曲線，這是由於直接以相同的權重選定 K 個樣本作為平滑；(2)受到
維度詛咒的影響使得預測力降低（維度增加時樣本之間的相似度就會劇烈

地下降）；(3)受到數據量的影響使得預測值的計算時間增加（每一預測樣
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本需與所有訓練樣本計算相似度）。後續我們將介紹強化「平滑度」與

「預測力」的進階無母數迴歸模型。 

 
 

D.3  核迴歸與區域線性迴歸 

前述的「K 最近鄰法」在迴歸問題上，以近鄰的樣本直接取平均使得
迴歸曲線相當不平滑（與「核密度估計」中直方圖所遇到的是相同問

題），因此，「核迴歸」（kernel regression）將「核函數」（kernel function）
引入「K 最近鄰迴歸」使模型不僅考慮了「區域性」，更囊括了「平滑
性」；而「區域線性迴歸」（local linear regression）則是進一步考慮核函數

在邊界上的截斷，並以線性模型配適加以修正。 

D.3.1   核迴歸 
在考慮單一特徵（單變量）的情境下（後續會說明多變量的配適），

從純粹的「K 最近鄰迴歸」引入強化平滑性的「核函數」後，便成為了區

域且平滑地加權平均的「核迴歸」，其預測樣本𝑥的預測值如公式(D.6)所
示。 
 

𝑓መ(𝑥) = ∑ 𝐾 ൬(𝑥 − 𝑥௜)ଶℎ ൰ 𝑦௜௡௜ୀଵ∑ 𝐾 ൬(𝑥 − 𝑥௜)ଶℎ ൰௡௜ୀଵ  (D.6) 

 
其中𝑥௜與𝑦௜為數據中一樣本的特徵與目標值，𝐾為核函數賦予了每個樣本
特定權重，ℎ則為核函數的帶寬。以相同的案例來說（圖 D.6），核迴歸預
測的結果如圖 D.7 所示，在給定一樣本特徵𝑥଴下，近鄰樣本被選用
「Epanechnikov 核」的核函數賦予不同大小的權重，計算這些近鄰樣本目

標值的核函數加權平均後，即可得到預測值𝑓መ(𝑥଴)。實際上，上述的「K
最近鄰迴歸」是「核迴歸」選用「均勻核」的特例，因此我們比較此兩結

果可發現（圖 D.6與圖 D.7），選用「Epanechnikov核」的「核迴歸」在預

測函數的平滑性有更好的效果。由此觀之，「核密度估計」是使用核函數

（將數據加權）估計機率密度函數，而在「K 最近鄰法」中則是使用投票
或平均估計特徵與目標的函數關係，因此兩者皆充分蘊含了無母數中的

「區域性」思維。 
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圖 D.7  以 Epanechnikov核函數的核迴歸 

 

D.3.2  區域線性迴歸 
在上述的「核迴歸」存在著一大缺陷，當我們使用核函數進行加權平

滑時，在邊界上核函數會被截斷，這樣被截斷的核函數具有不對稱性

（asymmetry），使得在邊界的函數估計存在嚴重的偏誤（biased）。如圖
D.8 左圖所示，圖中最左邊的預測函數估計因為有著被截斷的核函數，使
得模型的預測值被高估（overestimated），我們可以看到圖中最右邊也有一

樣的情形，而這個問題該如何被解決呢？首先，將原有的「核迴歸」由公

式(D.6)轉換成一個最佳化的形式，如公式(D.7)所示。 
 𝑓መ(𝑥) = arg min௙（௫） ෍𝐾ቆ(𝑥 − 𝑥௜)ଶℎ ቇ௡

௜ୀଵ (𝑦௜ − 𝑓(𝑥))ଶ
= arg minఏೣ ෍𝐾ቆ(𝑥 − 𝑥௜)ଶℎ ቇ௡

௜ୀଵ (𝑦௜ − 𝜃௫)ଶ  (D.7) 

 
其中預測值𝑓መ(𝑥)在上述「核迴歸」最佳化的式子中改以常數𝜃෠௫表示，因而
我們可以改用一個區域化的「線性迴歸」配適取代原先區域的「常數」配

適，也就是令函數𝑓(𝑥)為線性迴歸𝛼௫ + 𝛽௫𝑥，以減低邊界估計的偏誤，於
是一個「區域線性迴歸」（local linear regression）的最佳化形式可表示如

公式(D.8)所示。 
 arg minఈೣ,ఉೣ ෍𝐾ቆ(𝑥 − 𝑥௜)ଶℎ ቇᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

權重(୵ୣ୧୥୦୲)
௡
௜ୀଵ (𝑦௜ − 𝛼௫ − 𝛽௫𝑥)ଶᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

最小平方法

 (D.8) 
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8.4 

上式意味著我們對於任意點的預測，皆可視為求解一個以核函數作為權重

的「加權線性迴歸」（weighted linear regression）問題。以相同的案例來說
（圖 D.6），如圖 D.8右圖所示，在給定靠近邊界的樣本點𝑥଴下，近鄰樣本
被核函數賦予不同大小的權重，並將這些權重賦予到「加權線性迴歸」中

校正，因此我們可以觀察在邊際上的預測值比起「核迴歸」有更好的預測

效果（與圖 D.8左圖相比），沒有明顯的偏誤。 
 

  

圖 D.8 被截斷的核函數造成邊界估計的偏誤與區域線性迴歸 

 
 

D.4 迴歸樣條、自然樣條、平滑樣條
以及區域適應性迴歸樣條 

前述所介紹的無母數迴歸方法「K 最近鄰迴歸」、「核迴歸」與「區域
線性迴歸」均對近鄰樣本使用「核函數」進行區域的平滑，而此小節我們

將以另一個角度建構無母數迴歸模型，是使用多個子模型「基函數」

（basis function）對整個函數進行「分段」的建模，其中包含了「迴歸樣
條」（ regression splines）、「自然樣條」（nature splines）、「平滑樣條」
（ smoothing splines）以及「區域適應性迴歸樣條」（ locally adaptive 
regression splines）。 

首先，我們考慮單一特徵並將整個迴歸模型拆解以多個「基函數」的

線性加總表示，也就是一個「線性基函數擴張模型」（ linear basis 
expansion model），如公式(D.9)所示， 
 𝑓(𝑥) = ෍𝛽௝ℎ௝(𝑥)௞

௝ୀଵ  (D.9) 



 

D-12 

無母數迴歸與分類 
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其中ℎ௜是第𝑗個給定的基函數，而這些基函數可以是多項式、非線性、交
互作用或是分段的函數轉換，而𝛽௜是特徵經基函數𝑗轉換後新特徵的迴歸
係數。此方法巧妙之處在於將原始特徵經過多個不同的轉換後，亦可以使

用線性迴歸的方式估計各個新特徵的迴歸係數，也就是使用線性的手法估

計一個複雜度極高的非線性模型。更精確地說，在無母數迴歸中，我們強

調的是「區域性」與「平滑性」的兩大核心思維，因此主要以「分段」與

「多項式」函數作為基函數，並且我們這些高度平滑且分段模型被稱之為

「樣條」（splines）。此外，由於我們以多個特徵更精確地描述原有單一特
徵的非線性，使模型具備足夠的自由度（彈性）配適複雜的非線性關係，

但這也同時增加了模型過度配適發生的可能，因此在「線性基函數擴張模

型」中，模型自由度會是我們需特別注意的一項因子。 

D.4.1  迴歸樣條 
「迴歸樣條」（ regression splines），又被稱作「分段多項式函數」

（piecewise polynomial function），是將特徵的值域以給定的「節點」
（knot）分段成多個連續的區間，並且在每個區間各別配適一個多項式函
數。若我們以𝑝個節點分段成𝑝 + 1區間，則這些區間可以表示如公式
(D.10)所示， 
 (−∞, tଵሿ, ሾtଵ, tଶሿ, … , ൣt௣,∞൯ (D.10) 
 
並於這些區間配適𝑘階的多項式。以下我們將逐步說明如何在各區間建構
零次（常數）、一次（斜率）以及推廣到𝑘次多項式的「迴歸樣條」，並且
維持節點左右的「連續性」與「平滑性」的重要關鍵。 

首先，我們可在每個區段以一個最簡單的常數配適，我們令三個基函

數為各區間的指標函數，如公式(D.11)所示。 
 ℎଵ(𝑥) = 𝐼(𝑥 < tଵ),  ℎଶ(𝑥) = 𝐼(tଵ < 𝑥 < tଶ),  ℎଷ(𝑥) = 𝐼(tଶ < 𝑥) (D.11) 
 
而實際上這三個基函數的迴歸係數估計等於各區間的平均。接著，我們進

一步在每個區段以一個線性函數配適，因此除了原先截距項的三個基函數

外，還需另外三個一次項的基函數，如公式(D.12)所示， 
 ℎସ(𝑥) = 𝐼(𝑥 < tଵ) ⋅ 𝑥,  ℎହ(𝑥) = 𝐼(tଵ < 𝑥 < tଶ) ⋅ 𝑥, ℎ଺(𝑥) = 𝐼(tଶ < 𝑥) ⋅ 𝑥 

(D.12) 
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然而，使用這六個基函數的模型有極高的可能發生節點左右「不連續」

（discontinuous）的情形。然而對於一個函數配適而言，我們更偏好一個
連續（甚至是平滑）的函數，如圖 D.9 左圖所示。因此為確保函數的連續
性，我們可以令上述案例的第二、三段區間的基函數（ℎଶ(𝑥), ℎଷ(𝑥)）等同
於第一段區間的基函數（等價於直接移除此兩基函數），使整個函數使用

相同的常數截距項。為了有更直接的表示方式，我們可改用下列四個基函

數表示，如公式(D.13)所示。 
 ℎଵ(𝑥) = 1,   ℎଶ(𝑥) = 𝑥,  ℎଷ(𝑥) = (𝑥 − tଵ)ା,  ℎସ(𝑥) = (𝑥 − tଶ)ା (D.13) 
 
其中「分段線性」（piecewise linear）的基函數(𝑥 − t)ା表示減去節點後取
大於等於零的部分，也就是(𝑥 − t)ା = 𝐼(𝑥 > t) ⋅ (𝑥 − t)，如圖 D.9 右圖所
示。換言之，原先的模型是由各區間以一個相同的截距以及三個不同斜率

的分段基函數所建構而成，而上式則將三個不同斜率的基函數改以「逐步

疊加」的方式表示，基函數ℎଵ(𝑥)合併了三個常數基函數（公式(D.11)）代
表整體模型的截距，基函數ℎଶ(𝑥)代表整個模型的主斜率，而基函數ℎଷ(𝑥)
則將節點𝜉ଵ後的斜率疊加上去，並依此類推。這樣的表示方法精簡了原先
指標函數的形式（公式(D.12)），使得在實作上特徵於基函數的轉換更容易
實踐。 

 

 

圖 D.9  連續分段線性與分段線性基函數 
  



 

D-14 

無母數迴歸與分類 
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然而，上述在各區間內以一次多項式的配適顯然還欠缺配適，因此我

們可以使用更高階的多項式來增加模型複雜度與平滑度。若我們以一個三

次多項式配適各區間，因各區間的常數造成的不連續性使我們令所有「零

次項」的基函數相等，為了確保函數的平滑程度，我們可進一步強化函數

的一階與二階導數連續性，也就是令各區間的一次項與二次項的基函數相

等，使各節點兩邊斜率與凸凹性更加一致，使節點具有高度的平滑性，如

圖 D.10 所示。實際上，這就是一個「三次樣條」（cubic spline）模型
（「迴歸樣條」的特例），我們可將此模型的所有基函數表示如公式(D.14)
所示， 
 ℎଵ(𝑥) = 1, ℎଶ(𝑥) = 𝑥, ℎଷ(𝑥) = 𝑥ଶ, ℎସ(𝑥) = 𝑥ଷ, ℎହ(𝑥) = (𝑥 − tଵ)ାଷ , ℎ଺(𝑥) = (𝑥 − tଶ)ାଷ  

(D.14) 

 
也就是原先三次多項式與三個分段的模型一共有4 × 3 = 12個基函數，而
我們令零次到二次的多項式相等，扣除了兩個節點中零次到二次的多項式

一共有3 × 2 = 6個基函數，因此最後得到了上述6個基函數的「三次樣
條」。若以另一個角度想，實際上我們是建構一個不分段的三次多項式模

型，而在某個節點後變換其三次項的迴歸係數。 

 

 

圖 D.10  分段多項式節點的平滑程度 

 
有了上述的思維後，我們便可推廣到𝑘次多項式與𝑞個節點的「迴歸樣

條」，此模型的所有基函數如公式(D.15)所示， 
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ℎ௝ାଵ(𝑥) = 𝑥௝ , 𝑗 = 0, … , 𝑘ℎ௞ା୫ାଵ(𝑥) = (𝑥 − t௦)ା௞ , 𝑠 = 1, … , 𝑞 (D.15) 

 
因此，「迴歸樣條」的模型可以表示如公式(D.16)所示。 
 𝑓(𝑥) = ෍ 𝛽௝ℎ௝(𝑥)௞ା௤ାଵ

௝ୀଵ  (D.16) 

 
其中，ℎଵ(𝑥), … , ℎ௞ା௤ାଵ(𝑥)為公式(D.15)的所有基函數，而𝛽ଵ, … ,𝛽௞ା௤ାଵ為
經過基函數轉換後新特徵的迴歸係數。接著，若我們定義基函數矩陣𝐺，
此模型的迴歸係數𝛽與函數𝑓(𝑥)的估計式可表示如公式(D.17)所示。 
 𝛽መ = (𝐺்𝐺)ିଵ𝐺்𝑦𝑓መ(𝑥) = 𝐺(𝐺்𝐺)ିଵ𝐺்𝑦 (D.17) 

 
顯然地，這是一個共有𝑘 + 𝑞 + 1個基函數的迴歸模型，而上述提到的「三
次樣條」就是𝑘 = 3的情形，也是常被使用的低階「迴歸樣條」，這是由於
「三次樣條」的平滑程度使得節點已足夠難以用肉眼判別了。然而「迴歸

樣條」卻存在兩大問題：第一，在邊界（最左節點的左側與最右節點的右

側）的估計由於外插（extrapolation）且配適高次多項式的緣故，導致估

計上產生較大的「變異」（正好與「核迴歸」在邊界上的問題相反，「核迴

歸」則是存在估計上的「偏誤」）；第二，𝑞個節點不易挑選，這是因為特
徵與目標變數的函數關係不見得有明顯的轉折點，即便使用「貪婪方法」

（greedy methods）去找尋也是十分耗費運算資源的，因而發展「自然樣
條」與「平滑樣條」兩方法就上述兩問題進行改善。 

D.4.2  自然樣條 
「自然樣條」（nature splines）為改善「迴歸樣條」在邊界上具有較大

的變異，分別給予邊界兩節點外的區域自由度較小的限制。一個項次為𝑘
且節點數為𝑞的「自然樣條」𝑓可表示如下所述： 

• 節點內（interior）：𝑓在區間ሾtଵ, tଶሿ, … , ൣt௤ିଵ, t௤൧的多項式項次為𝑘 

• 節點外（ exterior）：𝑓在區間 (−∞, tଵሿ, ൣt௤ ,∞൯的多項式項次為(𝑘 − 1) 2⁄  
• 限制（constraints）：𝑓在所有節點tଵ, … , t௤的1, … , 𝑘 − 1階導數均相同 
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無母數迴歸與分類 
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由於第二項條件的緣故，「自然樣條」只定義在項次𝑘為奇數下，而此模型
的基函數個數可計算如公式(D.18)所示（回顧「迴歸樣條」的基函數個數
等於(𝑘 + 𝑞 + 1)）。 
 (𝑘 + 1) ⋅ (𝑞 − 1)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

節點內(୧୬୲ୣ୰୧୭୰) + ቆ(𝑘 − 1)2 + 1ቇᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
節點外(ୣ୶୲ୣ୰୧୭୰)

⋅ 2 − 𝑘 ⋅ 𝑞ถ
限制(ୡ୭୬ୱ୲୰ୟ୧୬୲ୱ) = 𝑞 

(D.18) 

 
若我們以項次𝑘為 3 的「自然樣條」為例，其兩邊界的基函數各為𝑘 = 2，
因此須滿足線性的限制，也就是說三次的「自然樣條」實際上是邊界被限

制為線性的「三次樣條」。 

D.4.3  平滑樣條 
在「自然樣條」修正了邊界上的變異後，接著介紹的是避開節點挑選

的「平滑樣條」（smoothing splines）。「平滑樣條」將所有樣本點𝑥ଵ, … , 𝑥௡
全部視為節點配適一個「自然樣條」，並同時以正則化方法進行節點的挑

選（可參閱「特徵挑選與維度縮減」章節中的正則化方法）。壓縮模型中

基函數的迴歸係數以控制模型複雜度，避免模型的過度配適。若以最佳化

的視角來看，輸入為𝑥ଵ, … , 𝑥௡且介於區間ሾ0,1ሿ的「平滑樣條」模型估計如
公式(D.19)所示， 
 𝑓መ(𝑥) = arg min௙(௫) ෍(𝑦௜ − 𝑓(𝑥௜))ଶ௡

௜ୀଵᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ୰ୣୱ୧ୢ୳ୟ୪ ୱ୳୫ ୭୤ ୱ୯୳ୟ୰ୣ
+ 𝜆න 𝑓(௠)(𝑥)ଶ𝑑𝑥ଵ

଴ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ୮ୣ୬ୟ୪୲୷ , 
其中𝑚 = (𝑘 + 1)2  

(D.19) 

 
其中𝑓(௠)(∙)為函數𝑓的𝑚階導數，超參數𝜆是一個大於零的懲罰（penalty）
係數。在上式中，前者為殘差最小平方代表模型配適程度，後者為懲罰項

則為函數導數的平方和，負責控制模型複雜度，使得模型能在變異與偏誤

間取得權衡（以平方和作為懲罰權重在正則化方法中屬於脊迴歸的𝐿ଶ 懲
罰）。當懲罰項權重𝜆趨近於零時，會配適出一個極為複雜的非線性模型，
而當懲罰項權重𝜆趨近於無窮時，則會配適出一個極為簡單的模型，這是
由於模型無法容忍任何較高次的函數。若以一個項次𝑘 = 3的「三次平滑
樣條」為例，如公式(D.20)所示， 
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 𝑓መ(𝑥) = arg min௙(௫) ෍(𝑦௜ − 𝑓(𝑥௜))ଶ௡
௜ୀଵ + 𝜆න 𝑓ᇱᇱ(𝑥)ଶ𝑑𝑥ଵ

଴  (D.20) 

 
在上式中計算函數的二階導數平方和作為懲罰項。因此，若我們將懲罰權

重𝜆設定趨近於無窮時，此模型會無法容忍任何二階導數因而被限制成一
個線性迴歸模型。 

若將「平滑樣條」的估計（公式(D.19)）以基函數表示（與「自然樣
條」相同一共有𝑛個），則其迴歸係數估計式可表示如公式(D.21)所示。 
 𝛽መ = arg minఉ∈ୖ೙ ෍ቌ𝑦௜ −෍𝛽௝ℎ௝(𝑥௜)௡

௝ୀଵ ቍଶ௡
௜ୀଵ + 𝜆න ቌ෍𝛽௝ℎ௝(௠)(𝑥)௡

௝ୀଵ ቍଶ 𝑑𝑥ଵ
଴  (D.21) 

 
接著我們定義基函數矩陣𝐻與懲罰項矩陣Ω中的元素如公式(D.22)所示， 
 𝐻௜௝ = ℎ௝(𝑥௜) and Ω௜௝ = න ℎ௜(௠)(𝑥)ℎ௝(௠)(𝑥)𝑑𝑥ଵ

଴  (D.22) 

 
因此，「平滑樣條」的迴歸係數估計式公式(D.22)可被重新改寫如公式
(D.23)所示。 
 𝛽መ = arg minఉ∈ୖ೙ ‖𝑦 − 𝑁𝛽‖ଶଶ + 𝜆𝛽Ω𝛽 (D.23) 
 
上述所呈現的是一個「脊迴歸」（ridge regression）的形式。以圖 D.11 為
例，圖中圓圈為真實的非線性數據，我們配適並比較不同自由度的「平滑

樣條」，左圖為自由度為 19〔該自由度是由模型以線性平滑器（linear 

smoothers）表示後計算其線性權重矩陣的跡（trace）所得到的〕所估計出
的模型，其僅滿足了左邊區域的平滑度，但右邊區域則被過度平滑了；中

圖則為自由度為 50 所估計出的模型，相反地，其僅滿足了右邊區域的平

滑度，左邊區域則欠缺平滑。這說明了「平滑樣條」雖能調整模型整體的

平滑度，但不易配適不同區域具有不一致平滑度的數據。 
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圖 D.11  平滑樣條與區域適應性迴歸樣條的模型配適 

 

D.4.4  區域適應性迴歸樣條 
基於「平滑樣條」僅能調整整體平滑度的限制，「區域適應性迴歸樣

條」（locally adaptive regression splines）則能在每個區域能有不同且更合
適的平滑度。若將「區域適應性迴歸樣條」以基函數表示，其迴歸係數估

計式可表示如公式(D.24)所示。 
 

𝛽መ = arg minఉ∈ୖ೙ ෍ቌ𝑦௜ −෍𝛽௝ℎ௝(𝑥௜)௡
௝ୀଵ ቍଶ௡

௜ୀଵᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ୰ୣୱ୧ୢ୳ୟ୪ ୱ୳୫ ୭୤ ୱ୯୳ୟ୰ୣ
+ 𝜆TV൞ቌ෍𝛽௝ℎ௝(𝑥)௡

௝ୀଵ ቍ(௞)ൢᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ୮ୣ୬ୟ୪୲୷
 (D.24) 

 
其中TV為「總變異」（total variation），超參數𝜆是一個大於零的懲罰係
數。我們可發現實際上此模型與「平滑樣條」（公式(D.19)）非常相似，差

異在於懲罰項並非模型「導數平方和」，而是模型「導數總變異」。接著，

由於基函數是由多個樣條構成的（包含節點ሼtଵ, … , t௡ି௞ିଵሽ），其導數以及
總變異的推導如公式(D.25)所示。 
 

ቌ෍𝛽௝ℎ௝(𝑥)௡
௝ୀଵ ቍ(௞) = 𝑘! + 𝑘! ෍ 𝛽௝௡

௝ୀ௞ାଶ 𝐼൫𝑥 ≥ t௝ି௞ିଵ൯,
⟹ TV൞ቌ෍𝛽௝ℎ௝(𝑥)௡

௝ୀଵ ቍ(௞)ൢ = 𝑘! ෍ ห𝛽௝ห௡
௝ୀ௞ାଶ

 (D.25) 

 
因此，「區域適應性迴歸樣條」的迴歸係數估計式公式(D.24)可被重新改寫
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如公式(D.26)所示。 
 𝛽መ = arg minఉ∈ୖ೙ ‖𝑦 − 𝐻𝛽‖ଶଶ + 𝜆𝑘! ෍ ห𝛽௝ห௡

௝ୀ௞ାଶ  (D.26) 

 
上述所呈現的是一個「套索迴歸」（lasso regression）的形式，只有𝑘階多
項式的𝑘 + 1個迴歸係數並未進行懲罰。承接圖 D.11的案例，圖 D.11右圖
則是以自由度為 19 所建構的「區域適應性迴歸樣條」，此模型滿足了左邊

區域與右邊區域有著不一樣的平滑程度，與實際函數更加貼近，這解釋了

「區域適應性迴歸樣條」能同時滿足不同區域的不同平滑程度。 

 
 

D.5  加法模型與多變量適應性迴歸樣條 

由前述介紹基於「核函數」以及「樣條」的兩大類無母數迴歸模型，

已能對「單一特徵」的迴歸問題達到很好的配適能力（尤其是考慮區域不

同平滑度的「區域適應性迴歸樣條」）。然而實際上多數的數據皆包含多個

特徵（也就是多變量），因此接著討論無母數迴歸模型由單變量拓展至多

變量的模型建構。多變量的模型考慮維度為𝑝的所有特徵與目標值的函數
關係，可描述如公式(D.27)所示。 
 𝑓(𝑥) = 𝑓൫𝑥ଵ, … , 𝑥௣൯ (D.27) 
 

D.5.1  加法模型 
「加法模型」（additive models）是將模型中特徵與目標值的關係拆解

並相加匯總，如公式(D.28)所示， 
 𝑓(𝑥) = 𝑓ଵ(𝑥ଵ) + ⋯+ 𝑓௣൫𝑥௣൯ (D.28) 
 
其中每個維度的函數𝑓௝可以是任意一種前述的無母數迴歸模型。然而，此
模型假設各特徵與目標值之間的關係是相互獨立的，因此受限於無法考慮

特徵之間潛藏的「交互作用」（interaction）。「加法模型」一般是以「向後

配適演算法」（backfitting algorithm）進行建模，此方法首先決定使用的無
母數迴歸方法（可各特徵獨立選擇）；其次，獨立且重複地估計每一個特
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徵𝑥௝與部分的目標值𝑟的函數𝑓௝，如公式(D.29)所示， 
 𝑓መ௝ = 𝑓௝൫𝑥௝ , 𝑟൯ (D.29) 
 
而其中部分的目標值𝑟指的是原始目標值扣除其餘特徵（除特徵𝑗以外）預
測值的總和，如公式(D.30)所示。 
 𝑟௜ = 𝑦௜ −෍𝑓መ௟(𝑥௜௟)௟ஷ௝ ,   𝑖 = 1, … ,𝑛 (D.30) 

 
這說明了「向後配適演算法」每次對特定特徵的估計時將扣除其餘特徵的

影響，並與剩餘的殘量建模。「向後配適演算法」如表 D.2所示。 

 
表 D.2  向後配適演算法 

 

演算法  向後配適演算法（Backfitting Algorithm） 

輸入：訓練集𝑆 = (𝑥ଵ, 𝑦ଵ), … , (𝑥௡, 𝑦௡) 
輸出：估計的加法模型預測值𝑓መ  
1. 初始化設定所有特徵模型的預測值皆為零𝑓መ௝ =ୱୣ୲ 0，平均預測值為𝛼ො = ଵ௡ ∑ 𝑦௜௡௜ୀଵ  
2 Cycle 𝑗 = 1 to 𝑝: 
3.     計算原始目標值扣除其餘特徵預測值的和： 𝑟௜ = 𝑦௜ − 𝛼ො −෍𝑓መ௟(𝑥௜௟)௟ஷ௝ ,   𝑖 = 1, … ,𝑛; 
4.     估計該特徵與部分目標值的無母數迴歸模型： 𝑓መ௝ = 𝑓௝൫𝑥௝ , 𝑟൯; 
5.     扣除平均值的殘量： 

𝑓መ௝ ← 𝑓መ௝ − 1𝑛෍𝑓መ௝൫𝑥௜௝൯௡
௜ୀଵ ; 

6. Until 每個特徵的模型𝑓መ௝的改變量小於某個閾值； 
7. 加總所有模型得出估計的加法模型： 𝑓መ (𝑥) = 𝛼ො + 𝑓መଵ(𝑥ଵ) + ⋯+ 𝑓መ௣൫𝑥௣൯; Return 估計的加法模型預測值𝑓መ   

 

D.5.2  多變量適應性迴歸樣條 
「多變量適應性迴歸樣條」（multivariate adaptive regression splines, 

MARS）屬於「加法模型」的延伸方法，此模型以多變量的迴歸樣條建
模，並同時考量特徵之間的「交互作用」，突破「加法模型」原有的限
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制。此外，此模型可被視為廣義的「逐步迴歸」（可參閱後續章節「特徵

挑選與維度縮減」）以及在「決策樹」在迴歸問題上的變形版（可參閱章

節「決策樹與集成學習」）。 

「多變量適應性迴歸樣條」同樣是由多個基函數所組成的，更精確地

說，是成對的「分段線性基函數」，如公式(D.31)所示。 
 (𝑥 − 𝑡)ା = ൜𝑥 − 𝑡,   if 𝑥 > t0,   otherwise   與  (t − 𝑥)ା = ൜t − 𝑥,   if 𝑥 < 𝑡0,   otherwise  (D.31) 
 
上式又被稱為「反射對」（reflected pair），而選擇線性的基函數是為了簡
化高維度模型的配適與其複雜度。因此，我們可將每個特徵𝑋௝以及其各別
樣本𝑥௜௝作為的節點並建構出一個「反射對」的集合𝒞，如公式(D.32)所

示， 
 𝐶 = ቄ൫𝑋୨ − 𝑡൯ା, ൫𝑡 − 𝑋௝൯ାቅ   其中 t ∈ ൛𝑥ଵ௝ , … , 𝑥ே௝ൟ, 𝑗 = 1, … ,𝑝 (D.32) 
 
其中此集合𝒞一共有𝑛𝑝個基函數，有了此集合我們便可對這些基函數進行
組合與挑選。 

「多變量適應性迴歸樣條」的模型配適可分為「建構」與「縮減」兩

階段。首先，在模型的建構階段，使用的是「向前逐步挑選」（forward 
stepwise selection）。在每一個階段，我們將候選集合𝒞中的反射對與已建
構模型ℳ中的每一個基函數ℎ௟進行乘積「組合」（初始為常數基函數ℎ଴(𝑥) = 1），並將他們視為候選反射對，如公式(D.33)所示。 
 𝛽መெାଵℎ௟(𝑥) ⋅ ൫𝑋௝ − 𝑡൯ା + 𝛽መெାଶℎ௟(𝑥) ⋅ ൫𝑡 − 𝑋௝൯ା,    其中  ቄ൫𝑋௝ − 𝑡൯ା, ൫𝑡 − 𝑋௝൯ାቅ ∈ 𝒞, ℎ௟ ∈ ℳ                                  (D.33) 

 
其中𝛽መெାଵ與𝛽መெାଶ為一候選反射對的迴歸係數，並且是與已建構模型ℳ中
其餘基函數的迴歸係數一同估計的結果。接著，將考慮不同候選反射對的

模型進行比較，並「挑選」使得模型誤差減少最多的反射對加入已建構模

型ℳ中，並重複「組合與挑選」的流程，直到模型誤差不再減少。舉例而
言，假設我們已挑選了其中一組反射對進入模型，例如是第 2 個特徵的第

9 個節點，因此現階段的模型ℳ是由三個基函數ℎ௠所構成的，如公式
(D.34)所示， 
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 ℎ଴(𝑥) = 1,   ℎଵ(𝑥) = (𝑋ଶ − 𝑥ଽଶ),ℎଶ(𝑥) = (𝑥ଽଶ − 𝑋ଶ)  (D.34) 

 
因而候選基函數的所有乘積組合（候選集合𝒞與已建構模型ℳ）可表示如
公式(D.35)所示， 
 ℎ௠(𝑥) ⋅ ൫𝑋௝ − 𝑡൯ା  與  ℎ௠(𝑥) ⋅ ൫𝑡 − 𝑋௝൯ା, 𝑡 ∈ ൛𝑥௜௝ൟ (D.35) 
 
因此，新的組合可能是單獨的分段線性基函數，也可能是低階或高階的交

互作用。假設最後挑選使得模型誤差減少最多的組合為交互作用(𝑋ଵ − 𝑥ଷଵ) ⋅ (𝑥ଽଶ − 𝑋ଶ)，其視覺化後呈現如圖 D.12所示，使得能考慮特徵
之間（𝑋ଵ與𝑋ଶ）同時對目標值的影響。 

 

 

圖 D.12  多變量適應性迴歸樣條 

 
經由上述模型建構後，我們會得到一個極為複雜的模型，這是因為我

們僅考慮最小化模型的訓練誤差，因此下一步我們將縮減模型（減低模型

複雜度）。因此在模型的縮減階段，使用的是「向後逐步挑選」（backward 
stepwise selection），也就是從複雜模型中逐一移除每一個基函數來觀察模

型誤差的變化，而（樣本內）誤差的評估可使用「廣義交叉驗證」

（generalized cross-validation, GCV），如公式(D.36)所示， 
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𝐺𝐶𝑉൫𝑓መ൯ = 1𝑛෍ቌ𝑦௜ − 𝑓መ(𝑥௜)1 −𝑀(𝜆)𝑛 ቍଶ௡
௜ୀଵ  (D.36) 

 
其中𝑀(𝜆)代表有效的參數個數（基函數個數加上節點個數）。因而模型的
縮減是以最小化「廣義交叉驗證」作為目標。 

最後，我們來討論「多變量適應性迴歸樣條」選用「分段線性基函

數」以及「向前逐步挑選」來建構模型的理由。首先，「分段線性基函

數」具有很強的區域特性，此基函數僅在節點的某一邊發揮其配適模型的

效果，而其餘的區域並未受到任何配適的作用，這使其可以很精簡地配適

整個迴歸函數空間，也就是只在需要的地方才配置基函數。因此，在高維

度的問題中，此基函數能使得模型更有效率且精簡地使用每一個參數（迴

歸係數）。倘若使用的是多項式基函數，在某些情況下不僅將導致整體函

數過於複雜，同時還會產生大量的參數需被估計。其次，「向前逐步挑

選」的階層式建模能同時考慮模型單一特徵的主效果以及多個特徵的交互

作用，並從低階交互作用逐步考慮至高階（逐步乘積組合），這是基於

「若某個高階交互作用存在時，其低階必定存在」的假設。舉例來說，當

已建構模型中存在某一個二階的交互作用基函數，這時的乘積組合才會考

慮到這個二階交互作用基函數與反射對中某一基函數所組合成的三階交互

作用基函數。當然上述假設並不一定會總是滿足，但卻能使得「向前逐步

挑選」有效率地找出主要交互作用關係，避免耗費於搜尋任意交互作用的

大量計算資源。 

在實務上，我們一般會增加兩項限制。第一個限制，一樣本（節點）

在不同特徵上的反射對彼此間只能出現一次乘積，這是避免模型可能在邊

界上產生過度配適。第二個限制，則是規範交互作用最高的階層，一般來

說兩階或三階的就足夠配適複雜的函數關係了，此限制也有助於我們對於

模型的解釋。而這更加凸顯了「多變量適應性迴歸樣條」在無母數迴歸方

法中所扮演的重要角色，它不僅是個能配適複雜且非線性函數關係的方法

外，更有機會解釋特徵與目標值之間的關係（包含了交互作用）。 
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紅酒品質案例：無母數迴歸 

承續前章紅酒數據案例，紅酒品質作為目標變數，「酒精度」、「硫酸

鹽」、「揮發酸」作為解釋變量，進行無母數迴歸的估計。首先，我們分別

以單變量配適「K 最近鄰法」、「核迴歸」、「區域線性迴歸」、「區域適應性
迴歸樣條」等方法進行比較，如圖 D.13 所示，由圖可知不論是「區域線

性迴歸」或「區域適應性迴歸樣條」所配適的模型較能以不同的平滑程度

描述函數關係。 
 

 

圖 D.13  單變量無母數迴歸於紅酒品質預測 
 

另一方面，若以「多變量適應性迴歸樣條」以五折交叉驗證配適多變

量的迴歸模型（也可基於上述方法以「向後配適演算法」求出加法模

型），我們取其中一折的函數如公式(D.37)所示， 
 𝑓መ (𝑋) = 4.85 + .36(𝑥௔௟௖௢௛௢௟ − 9.2)ା − .74(𝑥௔௟௖௢௛௢௟ − 12.4)ା−2.72൫. 76 − 𝑥௦௨௟௣௛௔௧௘௦൯ା                                −8.06൫𝑥௩௢௟௔௧௜௟௘.௔௖௜ௗ௜௧௬ − .855൯ା+2.01൫. 855 − 𝑥௩௢௟௔௧௜௟௘.௔௖௜ௗ௜௧௬൯ା                     −20.5(9 − 𝑥௔௟௖௢௛௢௟)ା ⋅ ൫. 76 − 𝑥௦௨௟௣௛௔௧௘௦൯ା+.47(12.4 − 𝑥௔௟௖௢௛௢௟)ା ⋅ ൫. 97 − 𝑥௦௨௟௣௛௔௧௘௦൯ା−.37(12.4 − 𝑥௔௟௖௢௛௢௟)ା ⋅ ൫. 885 − 𝑥௩௢௟௔௧௜௟௘.௔௖௜ௗ௜௧௬൯ା+3.19(12.4 − 𝑥௔௟௖௢௛௢௟)ା ⋅ ൫𝑥௩௢௟௔௧௜௟௘.௔௖௜ௗ௜௧௬ − 0.885൯ା+4.73(𝑥௔௟௖௢௛௢௟ − 11)ା ⋅ ൫𝑥௩௢௟௔௧௜௟௘.௔௖௜ௗ௜௧௬ − 0.69൯ା

 (D.37) 
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此模型包含了 10 個基函數（5 個為單變量的分段線性函數、5 個為二階交
互作用項），其中單一變量的分段線性可與圖 D.13 對應其模型係數（斜
率）的關係，例如酒精度在大於 9.2 後有正相關的特性，但當其大於 12.4

時又為負相關，而實際上此三個特徵彼此間皆存在交互作用的特性，例如

酒精度在小於 9 與硫酸鹽在小於 0.76 時具有負相關的特性。若以此模型
與線性迴歸模型比較（同樣以五折交叉驗證），如表 D.3 所示（表中括弧

內數值為標準差），多變量適應性迴歸樣條模型表現相對較好（考量了特

徵的非線性與交互作用），且可由上述公式對模型進行解釋。 

 
表 D.3  多變量適應性迴歸樣條於紅酒品質預測結果 

 

模型＼評估指標 調整後判定係數 
（Adjusted Rଶ） 

均方根平均 
平方誤差 
（RMSE） 

對稱平均絕對 
百分比誤差 
（sMAPE） 

多元線性迴歸 .269 (.045) .738 (.05) 10.2% (.8%) 

多變量適應性迴歸樣條 .296 (.036) .723 (.05) 10.1% (.8%) 
  

 
 

D.6  結語 

本章節介紹了非線性模型與無母數迴歸，從「核密度估計」與「K 最

近鄰法」瞭解無母數的基礎觀念，透過「核迴歸」與「區域線性迴歸」，

說明對核函數進行加權平滑，呈現出無母數的非線性的預測。接著引進基

函數對函數進行分段建模，包含「迴歸樣條」、「自然樣條」、「平滑樣

條」、「區域適應性迴歸樣條」，以及由單變量延伸至多變量的「加法模

型」跟考慮交互作用的「多變量適應性迴歸樣條」。事實上，在數據科學

的建模中，無母數迴歸方法扮演的重要性也愈來愈關鍵，一方面改善了線

性模型受限於線性以及給定的母體分配假設，甚至可適用於小樣本，另一

方面提升了模型的預測能力並維持良好的解釋力，其數學方程式的估計也

提升了參數在物理上的解釋意義，對於許多機構的特性與參數系統鑑別

（system identification）有所助益。 
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1. 試說明線性模型與非線性模型在預測力與解釋力上的權衡為何。（提示：可用
偏誤與變異畫圖解釋，何者較容易欠缺配適、何者又較容易過度配適） 

2. (a)試解釋有母數與無母數方法的差異為何？試使用網路開放數據，分別繪製示
意圖說明(b)核密度估計；(c)K 最近鄰迴歸；(d)K 最近鄰分類器。（提示：前兩
者以單一特徵為例，後者以兩特徵為例） 

3. 在 K 最近鄰法中，試使用網路開放數據，說明以下問題：(a)當 K 值愈大其決策
邊界會發生什麼變化？試繪圖說明之。(b)試固定樣本數（試從數據中挑選適當
的樣本數，例如n = 40），當放入資料中的特徵增加到某種程度時（i.e.維度增

加），會發生維度的詛咒。試用數據建立實驗或模擬來說明維度詛咒的影響。

(c)試說明該方法的優缺點。 
4. 試繪製示意圖說明：(a)核迴歸；(b)區域線性迴歸（提示：以單一特徵為例，並

任意選定一個樣本描繪其被賦予的權重）。(c)為何後者能修正邊界核函數的截
斷並且具有一階的不偏估計？ 

5. 樣條是以分段多項式去建構區域與平滑的非線性模型，試說明在迴歸樣條中，

(a)分段線性基函數(𝑥 − 𝜉)ା是什麼？(b)令所有小於三次方基函數相等的用意為
何？（提示：試畫圖說明）(c)而迴歸樣條方法存在什麼樣潛在的問題？ 

6. 試說明(a)平滑樣條與區域適應性迴歸樣條在正則化方法中的關係為何？（提

示：何者具有特徵挑選的功能）(b)何者更適用於具有不同平滑程度的函數？為
什麼？ 

7. 有關多變量適應性迴歸樣條，試說明以下問題：(a)該方法如何處理高維度特
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徵？(b)該方法如何考慮交互作用特性？（提示：與模型以及其配適步驟有關） 
8. 在 UCI Machine Learning Repository開放數據中包含了一個具有紅酒與白酒的酒
品質數據（ wine quality dataset， https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+ 

Quality），其中紅酒數據一共包含了 1,599 個觀測值，而每個觀測值具有 11 個
特徵以及作為目標值的紅酒品質。試著參考網路資源學習並撰寫程式，使用此

數據回答下列問題： 

(a) 試以多變量適應性迴歸樣條建構模型進行預測。 
(b) 承接(a)的結果，與線性迴歸模型進行比較。（提示：試討論模型預測效果、
解釋性、計算複雜度等） 

 

 
 
  


